Test ¢. 9

Deskriptivni geometrie, I. ro¢nik kombinovaného studia FAST,
letni semestr 2001 /2002

Zborcené plochy

Pti vypracovani uloh se vyuziji nasledujici poucky:

a) u plochy jednodilného hyperboloidu a hyperbolického paraboloidu je kazdé pfimka
jednoho systému piimek protinana vsemi primkami druhého systému piimek;

b) v kazdém bodé téchto ploch se kiizi dvé rtiznobézné tvorici ptimky plochy (jsou
z opacnych systému piimek) a tyto riznobézky uréuji te¢nou rovinu plochy s doty-
kovym bodem v jejich priiseciku;

¢) pii pohybu dotykového bodu te¢né roviny po jedné z tvoricich pfimek se postupné
tecna rovina okolo takové pfimky oytaci (Chaslestiv korespondené¢ni princip, viz
S. Holan, DG IIL. dil, str. 37. a J. Vala, DG II. dil, str 99).

(1) Vypiste zde vSechny 3 moznosti, jakymi ttvary (kolika pfimkami, rovinami) mutze
byt zadana zborcena plocha hyperbolického paraboloidu.
a), b), ¢

(2) Jakou vzajemnou polohu maji mezi sebou tvofici pfimky jednoho systému na jed-
nodilném hyperboloidu. Kolika tvoricimi pfimkami je tato plocha urcena?

(3) Co je to Chaslesiv korespondencni princip, vypiste slovy:

(4) Jakou vzajemnou polohu zaujimaji tyto t¥i pfimky a, b,c v axonometrickém zobra-
zeni, podle obr.4a), a déle v Mongeové projekei, podle obr. b) a ¢)?

Névod: Jsou-li 3 pfimky rovnobézné (kazda piimka zvlasté) s jistou rovinou, (ale
mezi sebou zlistavaji vzajemné mimobézné), pak urcuji hyperbolicky paraboloid.
Takovou polohu mimobézek nazyvame , komplandrni®.

(5) Zborcena plocha je urcena fidici rovinou o a mimobézkami a, b, podle obr. 5).
Pripiste zde nazev této plochy. Déle sestrojte v bodé B tecnou rovinu 7, kterd se
dotyka plochy pravé v bodé B!

Névod: te¢na rovina je tvofena pfimkou b a pfimkou z druhého (opa¢ného) systému,
zpravidla tedy carkovanou. Dale plati: jsou-li ddny dvé mimobézné piimky plochy
a Tidici rovina, pak ptimky druhého systému (tudiz ¢arkované a v obr. nezadané),

musi byt rovnobézné s danou fidici rovinou.
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Poznamka: zadand 7idici rovina je tam kvuli moznosti tvorit primky druhého, c¢dr-
kovaného systému. V podstaté nahrazuje treti primku, kterd je nevlastni. Vsechny
primky druhého requlu musi tuto nevlastni primku protnout. Z toho plyne, Ze jsou
rovnobézné s ridici rovinou. Kdyby totiZ byla chybné zadana vidici rovina, patrict
k systému primek a,b, zborcend plocha by nebyla dostatecné zaddana.

Ridici rovinu, patrici k systému primek a,b si sami kdykoli miZeme odvodit: zvolime
v prostoru pevny bod a v ném vedeme po jedné rovnobézce s kaZdou ze zadanych
mimobéZek a,b. Tyto nove primky jsou mezi sebou riuznobezZné a urcuji rovinu, které
rikdme ,, 7idici“.

Jde tedy o to, vést bodem B pfimku druhého (Garkovaného) systému, ale rovobézné
s Tidici rovinou «. Bodem B vedeme posunutou rovinu o’ || a (zavedenim hlavni
pfimky nové roviny o’ nékteré osnovy bodem B). Po sestrojeni stop nové roviny
o', najdeme prusec¢ik A druhé primky a s rovinou o’. AB je pfimka ¢ ¢arkovaného
systému, piimka je rovnobézna s rovinou «.. Takze nyni mame dvé riiznobézky, pro-
tinajici se v bodé B. Tim tkol kon¢i. Pokud by bylo pozadovano ,sestrojit v bodé
B teénou rovinu“, byla by uz tvorena témito riznobézkami 7 = b.g’.

Hyperbolicky paraboloid je zadan primeéty dvou mimobézek a,b a Tidici rovinou
7 (pudorysnou), pfi ¢emz je a; || by. Déle je dan Ty bodu T, ktery lezi na plose.
Odvodte chybéjici pudorys 7')1! Podle obr. 6.

Névod: vedeme bodem T, piimku ¢’ druhého systému, rovnobéznou s tidici ro-
vinou 7, takze ¢} je rovnobézna se zakladnici. Odvodime pomoci jejich pruseciki
s pfimkami a,b také ptdorys ¢ a na ordindle 7). Bodem 7T prochazeji po jedné
ptimce ¢ a ¢ z kazdého systému. P¥imku ¢; mame ihned: kdyZ ay || by jeicy || a1 || b1
(kvtli komplanaci u HP). Déle pfipravime jesté nejméné jednu ptimku m’ éarko-
vanou (|| ), napf. lezici pfimo v 7. (Ptjde spojnici ptidorysnych stopniki pfimek
a,b.) Pfimka c; na pfimce m/ vytne také svij ptdorysny stopnik (protoZe se tyto
piimky z opa¢nych systémt ze zasady musi protnout a protoze cela pfimka m’ lezi
v pudorysné.) Odvodime nérys tohoto stopniku Py a v néaryse jeho propojenim
s bodem 75 ziskavame narys primky cs.

Hyperbolicky paraboloid je uréen mimobézkami a,b a ¥idici rovinou 7 (pidorys-
nou), podle obr.7. P¥itom a; || b;. Odvodte nérys bodu M, lezi-li M na plose, a je
zadan jen svym pudorysem M;.

Néavod: postupujeme podobné jako v 6.pf.: nejdfive pfipravime ¢y, My € ¢; || by.
Dale v naryse narysujeme aspon dvé piimky c¢arkované a odvodime je do ptdo-
rysu. Vyhledame v ptidoryse dva priseciky primky c; s ¢arkovanymi primkami.
Odvodime tyto dva priseciky do narysu na ¢arkované primky. Propojenim téchto
prusecikll v naryse ziskame i pfimku ¢, a na ordinale bod M,.
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Hyperbolicky paraboloid je zde, podle obr. 8., zadan nakonec uz velmi obecné: mi-
mobézky a, b, (které uz nemaji rovnobézné prvni praméty) a fidici rovinou 7. Mame
najit pidorys bodu A, leziciho na plose, je-li dan jeho narys.

Névod: zavedeme bodem A, ¢arkovanou piimku gj rovnobéznou se zakladnici (|| )
a odvodime jeji ptdorys vcetné pidorysu bodu A;. S pfimkou ¢ € A to bude vsak
slozit&jsi: jeji pudorys nemizeme dokonce ani odhadnout (komplanace ptimek a, b,
¢ na plose hyperbolického paraboloidu - i kdyz v prostoru urc¢ité existuje - v prvnim
priumétu je zastfena). Pomtizeme si jistou grafickou ,lsti“ (je uzivana i v literatufe a
bez ni to ani nejde): na plose tedy existuji nyni vodorovné ¢arkované piimky (diky
tomu, ze 7 je jejich fidici rovina). Jedna z ¢arkovanych piimek je sice vodorovna,
ale navic také kolma k narysné, nazveme ji v’ 1 v. Stale - i zde - plati obecnd véta:
, Vsechny primky necarkovaného systému jsou protindny zase primkami systému
carkovaného“. Tato pfimka 7’ proto nutné protind pfimky a, b (protoze vzhledem
k nim patii do opacného systému). Protoze ale v’ L v, jevi se v naryse jen jako bod
5. Oba pruseciky pfimek a, b s pfimkou 7’ ackoli jsou od sebe rtzné, v naryse se
promitaji do jediného bodu 7. Ten tedy musi potom byt (pro oba narysy pfimek
a, b) spoleénym prisecikem.

Dale plati, ze i pfimka ¢ (prochazejici bodem A) musi protinat pfimku ' a jeji
narys proto musi prochazet také bodem r5, tedy ¢y = 1’. Ay . Narys pfimky c jiz
méame. Zname-li alesponn dvé ¢arkované primky ¢', p/, muZzeme pudorys pfimky c
odvodit s jejich pomoci.

V bodé T se kiizi piimky ¢ a ¢’. Tyto pfimky urcuji te¢nou rovinu 7 s bodem
dotyku T s plochou. Najdéte i stopy tecné roviny 7.

V obr. 9 je zadani hyperbolického paraboloidu trochu pfevracené. Ridici rovinou je
narysna v a narysy primek a, b jsou spolu rovnobézné. Déale je dan narys bodu T
Odvodte jeho pudorys a stopy tecné roviny pro tento dotykovy bod T'. Podrobny
popis uz neuvadime, student by se mél postup odvodit a aplikovat kroky podle
predchézejicich tloh.

Zde je plocha HP, obr. 10., urc¢ena zborcenym ¢tyituhelnikem A, B, C', D. Body L
a @ lezi na plose. Odvodte chybéjici ptidorys bodu L a chybéjici narys bodu Q.

Névod: vyzkoumejte polohy ridicich rovin a z toho vyplyvajici zakonitost pro pru-
méty tvoricich primek obou systémt. Potom uz snadno zavedete danymi priaméty
bodi jednotlivé priméty tvoricich primek a k témto primétiim pak pritadite i chy-
béjici primeéty primek.

V obr. 11. si disledné vsimejte, ze u zborceného ¢tyruhelnika jsou strany AB a
C'D spolu v prvnim priumétu rovnobézné! Mate odvodit chybéjici pramét bodu T,
leziciho na plose. Jisté to dokazete sami.
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Zde konci zdkladni ulohy na hyperbolicky paraboloid a poucky, uvedené v wvodu.
Dalst priklady jsou 712 aplikace, v principu pouZitelné ve stavebnictui.

V obr.12. je dana v axonometrii pfechodova plocha hyperbolického paraboloidu, pro-
pojujici dva profily riznych sklontu a a b. Mate sestrojit 8 tvoricich piimek kazdého
systému. Podotykame, ze dalsi stavebni uplatnéni, tomuto blizké, miizeme nalézt
pii zastfeseni, jsou-li vodorovny hieben a okapova hrana ve vzajemné mimobézné
poloze.

Stejny kol Vas ¢eka v obr. 13. Jde jen o jiny axonometricky pohled na tuto pie-
chodovou plochu, tvofenou zborcenym (prostorovym) ¢tyithelnikem, jehoz strany
lezi na pfimkéch, popsanych takto: naklonéné a, b, vodorovna ¢’ je v pudorysné a
h' je vodorovna, ale horni strana. U plochy takto nato¢ené vzhledem k pozorovateli
ziskdme navic i kiivku axonometrického obrysu (tou bude parabola, jako obalova
kiivka axonometrickych priméta tvoficich piimek). Vas kol bude vybrat jednu
tvorici pfimku a konstruktivné najit na jejim axon. primétu dotykovy bod s obry-
sovou ¢arou (obrysovy bod, bod ptrechodu viditelnosti).

Néavod: Uzijete vlastnosti, ze kazdou tvotici pfimkou plochy prochazi nekonecné
mnoho tecnych rovin a kazda méa sviij dotykovy bod na jiném misté takové primky
(p¥i postupu dotykového bodu po tvofici pfimce se postupné také otaci okolo tvotici
primky i pfislusna tecna rovina = Chaslestv princip).

Z promitacich metod vime, Ze prochézi-li tetna rovina pravé okem pozorovatele, je
vzhledem k pozorovateli v tzv. ,promitaci poloze“. Protoze te¢na rovina prochazi
primkou, bude dotykovy bod te¢né roviny lezet na tvorici primce. Dotykovy bod
se bude jevit jako bod pfechodu a zmény viditelnosti. Bude se jevit jako obrysovy
bod, ve kterém primét tvorici piimky se dotyka obrysové ¢ary a proto méni svou
viditelnost a primét pak pokracuje jako neviditelny.

Jak to prakticky provedeme? Oznacme v obr. pfimky sklonéné k ptdorysné jako
necarkované a vodorovné budou naopak carkované a hned dvé z nich, tj. strany
¢tyfuhelnika ozna¢me dolni ¢ a horni A’. Vyberme potom nékterou tvorici, napi.
¢arkovanou, vodorovnou primku m/, lezici mezi pfimkami ¢’ a h'.

Pro vyhledani bodu pfechodu viditelnosti na piimce m’' musime uvazit, ze ptimka
m’ je také primétem te¢né roviny (v promitaci poloze, prochazejici okem pozorova-
tele) a tedy soucasné i primétem dalsi pfimky ¢ z opa¢ného systému - ne¢arkované
a naklonéné, prave také lezici v této tec¢né roviné. Nyni se zaméfime na tuto necar-
kovanou piimku c. Pfedstavime si, Ze ¢ protind napi. vodorovné piimky ¢’ v bodé P
a pfimku A’ v bodé H. Mame nyni dvé riznobézky ¢ a m/, vzajemné se (vzhledem
k pozorovateli) zakryvajici. Doplnime jesté ptudorysy pfimek ¢ a m'. Pfimka ¢; je
dédna body P = P, a H; (pomoci prusecikit P piimky ¢ na strané ¢’ a pomoci pri-
seCiku H pfimky ¢ na strané h') a m{ pomoci prusec¢ika ptimky m’ se stranou b a
se stranou a, takze u vsech téchto priseciki odvodime ordinalami jejich pidorysy.
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Propojenim P s piidorysem H; obdrzime piidorys ¢; a u néj dbejme, aby byl rovno-
béZny s a; || b;. Pro kontrolu pfesnosti je uzitecné si uvédomit, ze pudorys pfimky
m} musi sméfovat do pruseciku pudorysu pfimek p) a h}, jde o obdobu z tlohy 8.pf.
a obr.8. a pfimku 7’. Pudorysy pfimek m’ a ¢ se kfizi v pudoryse dotykového bodu
T'. Ordinalou odvodime nahoru na pfimku m’ = ¢, tedy na spole¢ny axonometricky
prumét piimek m’ a ¢ definitivné i bod T". Toto je obrysovy bod.

Podle obr.14. je zadan v kolmé axonometrii (axon. trojihelnik volte sami) kruhovy
konoid a je jesté pfipojen informadcni obrazek v Monge (také viz J.Vala, DG II.,
str.97. a S.Holan, DG IIL., str.43). Ridici kruznice k lezi v soufadnicové roviné 3.z,
ma st¥ed S v pocatku a polomér r = 30, fidici pfimka d prochazi bodem ([50, 0, 0]
a je rovnobéznéa s osou vy, fidici rovinou konoidu je narysna z.z. Je dan jesté ptdorys
T1[25,20, 7] bodu 7', leziciho na plose.

a) Odvodte bod T' (uzitim tvofici pfimky m plochy).

b) Sestrojte fez e rovinou o € T', v || y.z. V bodé T sestrojte konstruktivné teénu
krivky e fezu.

c) Dale sestrojte fez vertikalni rovinou A, volenou bodem 7', ale riiznobéznou se
soufadnicovymi rovinami.

Névod:

ad a) tvorfici pifimka m konoidu bude rovnobézné s fidici rovinou z.z. Proto jeji
pudorys m; bude prochézet danym piidorysem 77, rovnobézné s osou x. Priisecik
my s pudorysem k; (na ose y) kruznice k ozna¢me M;. Ordindlou odvodime na
kruznici nahoru bod M. Pidorys m; také protind i fidici piimku d v bodé P (d a
P lezi v pudorysné). Propojenim m = PM ziskdme tvorici pfimku m. Ordinédlou
z pudorysu 77 odvodime na ptimku m bod T

ad b) pro kfivka e fezu v roving, rovnobézné s bokorysnou y.z plati, Ze 3.pramét
krivky ez bude afinné sdruzeny s kruznici k = k3 a osou afinity bude osa y. Bod
T3 bude afinni k jistému bodu T35 = M na kruznici (a na vertikale). V prostoru
by $lo o kolmou afinitu. P¥ipravime-li napf. nejdiive te¢nu ¢’ kruznice v bodé 75 a
vyhleddme-li také prusecik L této teény ¢’ na ose afinity y, pak zpétné spojnice LT3
je jiz afinni bokorys t3 (te¢ny ¢ elipsy). Samotna tecna ¢ je v prostoru s bokorysnou
rovnobéznd, protoze lezi ve svislé roviné a || y.z, t || t3. Teénu t rysujeme tedy
jako rovnobézku s priimétem t3 bodem 7. Dbejme vSak aby stopnik P! se promital
v 3.primétu do bodu L (P'L || x). Spojnice obou stopniki je uz stopa te¢né roviny
T,p" = P™Pt,

ad c) kfivku ¢ Fezu sestrojujeme postupné bodové, kazdy jeji bod jako prisecik
jednotlivé tvorici prfimky s rovinou fezu A. Je to snadné, protoze rovina A je svisla.
Ozna¢me na libovolné tvorici pfimce ¢ bod fezu @ (kdybychom pouzili pfimku m,
pak by bod @ se stal bodem 7', takze pro prehlednost vybereme pfimku ¢ radéji
jinou). Teéna k fezu rovinou A v bodé @ je priisecnici roviny A a tecné roviny plochy

v bodé Q).



Metodou jako pro bod 7' mfizeme v bodé @ sestrojit teénou rovinu 7¢ (Hled4ni
tecné roviny 79 je zdlouhavé a opakuje se vie v bodé () jako pro bod T': tj. bodem @
zavedeme rovinu [ || y.z. Pfipojime tfeti pramét ()3, uplatnime afinitu na kruznici
k, najdeme afinni bod )’ , dale afinni vztah mezi tenami v bodé Q' a v bodé Q5.
Kone¢né doplnime o teénu w v bodé @ (rovnobéznou s y.z). Stopnik P této tecny
a stopnik P? tvorici pfimky ¢ urcuji stopu p? tecné roviny o s dotykovym bodem
Q. Prisecik ptidorysné stopy p° se stopou p* je uz stopnik P¢ teény c éary fezu
roviny A. Spojnice pidorysného stopniku P¢ a bodu @ je tecna c kiivky fezu.

(15) Sestrojte v kolmé axonometrii, obr. 15., plochu nasypky, tvorenou 4 dily (z nichz
vzdy dva a dva jsou symetrické) zborcené plochy Montpellierského oblouku. Kazdy
takovy dil je samostatné tvoren ¢asti fidici kruznice v ptidorysné o stfedu v pocatku,
déle spole¢nou ¥idici piimkou 0 = z a vodorovnou ¥idici pfimkou napf. b (na ni lezi
strana vodorovného obdélnika). Jedna se tedy o pfechodovou (ale nerozvinutelnou,
zborcenou) plochu, propojujici vodorovny obdélnik ¢i ¢tverec (vodorovné dvirka)
s kruznici (tj. ukonéujici svislé nasypné potrubi). Mame tedy 4 Montpellierské ob-
louky, vzajemné na sebe navazujici. Omezeni a navazani na sebe u jednotlivych
Montpellierskych obloukt je ve svislych rovinach, prochézejicich thloptickami AC,
BD vodorovného obdélnika. Vasim tkolem je vyrysovat tvofici primky zborcené
plochy ve vsech 4 dilech. Ptitom v kazdém dilu vyrysujte nejméné 5 primek, véetné
krajnich.

Néavod: Protoze vsechny tvorici pfimky musi protinat i fidici pfimku o = 2z a ta je
(v nasem piikladu) kolmé k pudorysné, budou vSechny pidorysy tvoficich pfimek
prochéazet ptdorysem primky o, tedy pocatkem. Budou proto prostymi protaho-
vanymi priméry kruznice. Poznac¢ime si u nich ocislovanim 1, 2, 3, ... pruseciky
s kruznici. V prusecicich (obdobné oé¢islovanych 1, 2/, 3/, ...) | kde tyto pidorysy
tvoticich primek protinaji ptdorys b; strany b obdélnika, povedeme vertikalné or-
dinaly na stranu b obdélnika. Tyto nové priisec¢iky ocislujeme 1*, 2* 3% ... Ziskame
tak systém ¢isel napt.: 1 + 1’ + 1*. Postupné propojujeme jednotlivé body 1 a 1%,
atd. a tak obdrzime tvorici piimku plochy. Neviditelné tuseky carkujeme.

Odevzdavejte postou a najednou vSechny ptiklady. Budou Vam vraceny opravené postou
pres dékanat nebo na konzultacich. Poznamka pii opravach ,,znovu“ znamena je prerysovat.
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