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PFi feSeni téchto uloh budeme vychazet z derivacné integracniho schématu, které
popisuje vztahy mezi zatizenim, posouvajici silou a ohybovym momentem.

w -q B
< =
= O]
i =
o M Z
av
— =4 Jqdx =-v
My [Vdx =M
dx

kde q... intenzita spojitého rovnomeérného zatizeni
V ... posouvajici sila

M ... ohybovy moment

1. PROSTY NOSNIK ZATIZENY 0SAMELOU SILOU V POLOVINE ROZPETI

Budeme uvazovat
F soufadny systém, ktery
L ma pocatek v podpore
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L/2 | L/2 Nejprve si uréime
L reakce. Obecné ze dvou

Ra = F/2 Rb = F/2 momentovych

podminek rovnovahy

(ZMa4 =0, *Mp=0), resp.

jedné momentoveé a
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— @ o velmi jednoduchy
e pfipad, kdy R = R, =
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Po urleni reakci si vykreslime diagramy vnitfnich sil - posouvajici sily V a ohybového
momentu M.



U posouvajici sily je ziejmé, Ze se méni pouze v bodé ¢, kde na nosnik plsobi osaméla
sila.

U ohybového momentu ur¢ime hodnotu v poloviné rozpéti jako reakci v podpore a,
resp. B, krat rameno L/2.

Poté si vyjadiime pribéh vnitfnich sil pomoci funkci proménné x.
Funkce posouvajici sily neni spojita, a proto si ji budeme muset vyjadfit ve dvou
intervalech, na kterych spojita je.
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To stejné provedeme u ohybového momentu. Budeme ho urcovat zleva, tj. od podpory
a.Jde o to, aby rovnice momentu vyhovovala pro libovolny bod na ose x.
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Do poloviny rozpéti se na velikosti momentu podili pouze reakce R,, u které se méni
rameno od hodnoty 0 po hodnotu L/2. Za polovinou rozpéti figuruje ve velikosti
momentu i osaméla sila F. Toto musime v predpisu fuknce momentu zohlednit. Reakce
Ra a sila F maji opacny smér plsobeni, proto se v rovnici momentu odecitaji. Sila F za¢ina
pfispivat az od L/2, proto musime od naseho libovolného ramena x tuto hodnotu
odedist.

MUZeme si ovérit, Ze jsme funkci momentu zapsali spravné tim, Ze za x dosadime napf.
L/2. Tomuto x vyhovuji oba nase predpisy.
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Dosadime-li do druhého prfedpisu pro moment hodnotu L, méla by nam vyjit nulova
hodnota.
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Nyni se pfesuneme k dikazu, Ze derivacné integracni schéma je pravdivé, tj. ovéfime, Ze
derivace M podle x se rovna V, resp. integrace V podle dx je rovna M.

dM (x)
=V
e (x)
d(g'x) F L
V(x)—7—5 pro 0<x<5
a(Ex—F(x-%
V(x)=¥=g—F'(1—0)=g—F=—g pro §<x<L
A naopak.
fV(x)dx = M(x)
F F L
M(x)—f;dx—;-x+c pro 0<x<-:

Zde jeSté musime urcit konstanty ¢ pomoci okrajovych podminek. Okrajové podminky
budou pro nas zpulsob ulozZeni nosniku. Jak vime ze stavebni mechaniky, ohybovy
moment v kloubové podpore je nulovy. Z této znamé hodnoty urcime velikost integracni
konstanty c tak, aby toto bylo splnéno.

pro x = 0 (kloubova podpora a) M(x=0)=0 potom
M(x=0)=§-x+c=§-0+c=0 => c=0
=>M(x):§-x pro OSxS%
pro x = L (kloubova podpora b) M(x=0)=0 potom
Mx=L)=-Zx+c=-Z-L+c=0 => c=Z.1
2 2 2
=>M(x)=—£-x+5-L pro 0<x<:
2 2 2
Prakticky tip:

PFi feSeni vnitfnich sil je vyhodné vyuZivat i urcity integral. Urcity integral posouvajici sily
na daném intervalu se rovna hodnoté ohybového momentu v misté, kde tento interval
konci. Samozrejmé si musime vybrat interval, na kterém je funkce posouvajici sily
spojita.
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UkaZme si to na prikladu. Reknéme, Ze nas zajima moment v poloviné rozpéti, tzn. nas

interval bude od x =0 po x = L/2.
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ZjednodusSené feceno - plocha obrazce posouvajici sily je hodnota momentu. U
jednoduchych obrazcd mizeme vynechat integraly a spocitat obsahy dle jednoduchych
vzorecku. V tomto konkrétnim pripadé je to obsah obdélniku o vysSce F/2 a délce L/2.

POZOR na osamélé momenty maji vliv na pribéh ohybového momentu, ktery skokové

meéni!
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2. PROSTY NOSNIK ZATIZENY ROVNOMERNYM SPOJITYM ZATIZENIM PO CELE DELCE

Ve druhém pripadé budeme
0 uvazovat y ik
X [ _____>x 0\ prosty nvosril se
3 L2 | L2 =b spojitym rovnomérnym
i zatizenim po celé délce.

Ra = ql/2 Rb = ql/2 Pro vypocet reakci si spojité
zatiZzeni nahradime

I S A T O B nahradnim bfemenem F' = gL
| | . v poloviné rozpéti (bod c).
L~ V SN N P —> . s
aN C x Ztoho se nam opét stava
| primitivni pfipad pro vypocet
L reakci, kdy vychazi Ra =Ry =
Ra = ql/2 Rb = gL/2 qlL/2.

ql/2 Po urceni reakci mizeme
:@ .3-) vykreslit prabéh vnitfnich sil.
— O Zatizeni q je konstantni, jinak
Feceno primka nultého
stupné, posouvajicisila Vv je
J1) linearni pfimka prvniho
~ ) _ stupné a ohybovy moment
—_— parabola druhého stupné.
r MIL/2) = Mygy = fql? Toto opét vychazi z derivacné
integracniho schématu.

Nyni prejdéme k vyjadreni vnitfnich sil pomoci soufadnice x. Budeme postupovat
analogicky jako v pfedchazejicim pfikladu. Nyni je vSak vyhodou to, Ze Vi M jsou spojité
funkce, nebudeme je tedy muset délit na intervaly.
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Postupujme zleva. Hlavni sloZzkou posouvajici sily je reakce v podpofre a. Od této hodnoty
se postupné odecita ¢im dal vétsi hodnota spojitého zatiZzeni - proto clen - gx'. Ovérme
si spravnost dosazenim za x. Zvolime si x, kde je nam hodnota V zndma, napf.vx =L
vime, ZeV=-qlL/2.

q-L q-L —q-L
Ve=ty=tr—ax=troai=—=



MGzZeme urcit i tzv. nebezpecny prirez xnp, kde je V=0 a M = MAX. Toto urc¢ime
jednoduse - staci nami vytvoreny predpis V polozit rovno 0.

qL

L
ST x=0=>xp =3

Ted prejdeme k ohybovému momentu M.

@ () === x=qx3

- =1L x=2.x
2 M“./Z] = MMAX = %QLZ 2 2

Tady vypada vzorec hrozivé, ale viibec neni tak sloZity na sestaveni, jak by se mohlo zdat.
PFi sestaveni opét postupuje z levého konce nosniku. Prvni ¢len pfedstavuje reakci Ra krat
rameno - souradnici x, kde urcujeme ohybovy moment. Druhy ¢len se také sklada ze dvou
casti - ‘gx’ je velikost nahradniho bfemene f' dané casti konstantniho zatizeni, clen ‘x/2°
predstavuje rameno, na kterém toto nahradni bremeno plsobi. Nejlépe je sestaveni této
Casti rovnice ohybového momentu patrné z obrazku:
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Znaménko minus je z divodu opacného smyslu reakce a zatizeni. Par jednoduchymi
Upravami vytvorime ,péknéjsi vzorec', do kterého mlizeme opét zkusit dosadit libovolné
X, ve kterém zname hodnotu M, pro kontrolu. Uvazujme opét x = L, kde M se ma rovnat
nule.

M(x=L)=%-(L-x— x2)=%-(L-L—L2)=%-(L2 —1%) =0

Nyni se opét vratime k derivacné integracnimu schématu. Za¢néme s tim, Ze derivace
funkce ohybového momentu M podle x se rovna funkci posouvajici sily V.

dM(x)
dx =V
d(L-(L-x—x?)
V(x) = <2 Tx )—% (L-2-x)= —q-x



Tady mdzZeme jesté vyuzit znalosti, Ze maximum funkce je v misté, kde se jeji derivace
rovna nule. Timto miZeme nalézt maximum ohybového momentu. Derivace ohybového
momentu je posouvajici sila. Hledame tedy misto, kde je posouvajici sila rovna nule.
Toto je podvédomé zndmo, protoze o par radkl vyse jsme diky tomu urcili nebezpecny
prurez.

dM(x) _ q'L
dx 2

V(x) = q-x=0 => xzé

A hodnota ohybového momentu v tomto misté je jasna po dosazeni naseho nalezeného
X.
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Zaroven jsme si i ukazali, z ceho vznikl vSem znamy vzorecek na vypocet momentu od
. " o 1
spojitého rovnomérného zatizeni- M = 5 a4 L.

A naopak ovéfime, Ze integrace funkce posouvajici sily podle x se rovna funkci
ohybového momentu.

fV(x)dx = M(x)

L L
M(x)=j(qT—q-x)dx=q—-x——-q-x2+c

Zase musime urcit integracni konstantu c s pomoci okrajovych podminek. Vime, ze
v kloubové podpore je nulovy moment - mizZzeme psat, Ze vx=0je M = 0.

pro x = 0 (kloubova podpora a) M(x=0)=0 potom
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M(x=0)=qzi-x—%-q-x2+c=qZ%L-O—%-q-O+c=O = ¢

=> M(x)=qZ;L-x—%-q-x2



3. PROSTY NOSNIK ZATIZENi SPOJITYM TROJUHELNIKOVYM ZATIZENIM
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Ve tfetim a poslednim
pfipadé si priblizime
vypocet prostého nosniku
se spojitym
trojuhelnikovym
zatizenim.

Nejdfive si trojuhelnikové
zatizeni nahradime
bremenem Q, jehoz
velikost je obsah obrazce
zatiZeni a jeho pozice je

v vewv

1

Q= E q-L
Nasledné spocitame
reakce Ra a Rb a to tim
zplUsobem, Ze Q rozdélime
v pomeéru vzdalenosti od
podpor. V podpore a,
ktera je vzdalenéjsi od
nahradniho bremene,
tedy bude reakce
odpovidajici1/3Q a
v podpore b, ktera se
nachazi blize od pUsobisté
nahradni sily, bude reakce
2/3Q.

Opét vykreslime vnitrni sily. ZatiZeni je linearni primka (1°), z CehoZ plyne, Ze posouvajici
sila bude parabola (2°) a ohybovy moment bude kubicka parabola (3°).



U posouvajici sily bych chtéla poukazat na to, ze funkce bude v tomto pfipadé konkavni
= vyduta (#) a to proto, Ze vodorovna tecna je vtom misté, kde je intenzita zatizeni
rovna nule. Kdyby bylo trojuhelnikové zatiZzeni zrcadlové preklopeno, funkce by byla
konvexni = vypoukla (&) a vodorovna tecna by byla v misté podpory b. Toto je patrné
z nacrtku pod timto textem.

vodorovn3 tetna
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Ohybovy moment bude mit maximum v misté, kde je posouvajici sila rovna nule.

V tomto prikladé zacneme jinak. Nejprve musime obecné urcit funkci zatizeni pro
libovolny bod na nosniku. Tento krok délame proto, Ze zatizeni neni po délce konstantni.
Vyuzijeme podobnosti trojuhelnikd a ur¢ime hodnotu q(x) v libovolném bodé x.

) q(x) :

4_a@ _ _ax
== = q() =7

Dale mdzeme urcit posouvajici silu jako integral z minusové hodnoty funkce zatiZeni.

d';_ix) =—q(x) => V(x) = [ —q(x)dx

14 —f (x)dx = fq-xd— 1qlszr
(x) = q(x)dx = [ dx=—5 7 c

Konstantu ¢ budeme opét urcovat z okrajovych podminek. Podivame se do vykresleného
obrazce posouvajici sily a vybereme si libovolny bod, ve kterém zname presnou
hodnotu, napf. v podpore a, kde je x=0.
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prox=0 Vix=0)=--q-L potom

D=

2
V) =-2Ttc=-
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L = 1.,
_g-q-L => C—6qL
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V tomto pfipadé je patrné, kde se nachazi a jakou hodnotu ma maximum posouvajici
sily. MUZeme si vSak demonstrovat, jak to Ize urcit vice matematicky. Maximum
posouvajici sily bude v bodé, kde jeji derivace (coz je funkce zatizeni) je rovna nule.

dV(x)__ _—qx _ _ _

o - A =—7=0 = x=0

1 g-x2 1 1 q-0 1 1
Va=0=—g——Fgal=—g 7 Fgal=gal

Nakonec urcime funkci ohybového momentu jako integral z posouvajici sily.

J-V(x)dx = M(x)

M()—fV()d —f ! q'x2+1 L)dx = 11 q'x3+1 L-x+
WEPTREEE T T T )T Ty T T e
L
6 L 6 1M YTC
Konstanta c opét pomoci okrajovych podminek.
pro x = 0 (kloubova podpora a) M(x=0)=0  potom
Mx = 0) = — > XL L xre= 20 0he=o0
XEVETE L Te YT T L T €=
= -0 = __laexX 1o
= =0 =>Mkx)= o toalex
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Spravnost opét mizeme ovéfit dosazenim za x. MUZeme dosadit x=L a vime, Ze vysledek
musi dat 0 - je to patrné z obrazku priibéhu ohybového momentu.

3 3
M(sz)=—%-%+%-q-L-x=—l-£+l-q-L-L=—%-q-LZ+%-q-LZ=0

Obdobné muizeme urcit pozici a hodnotu maximalniho ohybového momentu. Opét je to
tam, kde je derivace (posouvajici sila) rovna 0.

_aM@x) _ 1 gx® 1 .
Vix) =—==—7 +t2q L=0
a2
=> _l-qx _I_l.q.L:O
2 L 6
1 q-x? 1
—_—— = —_—— L
2 1L 6 1
v - ]2
x2_2qL
6-q
X2=£ => x=\/_z
3 3
3
(VL
M—\/Z—lq3+ L—lqg+1L‘/Z
N e L 6 1773
1 3
12372 1.3 3 1
19 1 LYz 1 g-L27%2 1 3
:__.i _-q :——-—+—'q LZ
6 L 6 3 6 27 18
1 11 3
162q +18q MAX
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